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Tóm tắt:
Lý thuyết điểm cố định đã được áp dụng cho việc thiết kế tối ưu các tham số của bộ giảm chấn động 

lực lắp trên hệ chính không cản. Với hệ chính có cản và lắp nhiều bộ giảm chấn như nhau người ta thường 
giải quyết bằng phương pháp số. Bài báo này sử dụng phương pháp biến đổi tương đương hệ chính có cản 
thành hệ chính không cản và lý thuyết điểm cố định để thiết kế tối ưu các tham số của các bộ giảm chấn 
động lực lắp trên hệ chính có cản. Các biểu thức giải tích gần đúng của tỷ số cản tối ưu và tỷ lệ điều chỉnh 
tối ưu cho hệ lắp nhiều bộ TMD giống nhau được đưa ra. Kết quả được áp dụng để giảm dao động cho mô 
hình động cơ Diesel. Đáp ứng tần số của hệ lắp nhiều bộ TMD với hệ lắp 1 bộ TMD được thể hiện và so 
sánh cho thấy với cùng tỷ lệ khối lượng thì hiệu quả của hệ lắp nhiều bộ giảm chấn tương tự và hệ lắp 1 bộ 
giảm chấn là như nhau. Đáp ứng thời gian của hệ chính khi không lắp và có lắp TMD thể hiện rõ hiệu quả 
khi sử dụng TMD để giảm dao động cho máy và công trình.
Từ khóa: Nhiều bộ giảm chấn động lực, Điều khiển dao động thụ động, Tối ưu hóa nhiều bộ giảm chấn.

Chữ viết tắt
TMD Tuned mass damper
MTMD Multiple tuned mass dampers

DOF Bậc tự do

1. Phần mở đầu
Nhằm làm giảm dao động của các máy và 

công trình, nhiều phương pháp điều khiển dao động 
đã được đề xuất như: Điều khiển thụ động, điều 
khiển bán chủ động, điều khiển chủ động hay điều 
khiển lai. Trong đó điều khiển thụ động hay được 
sử dụng bởi tính đơn giản, hiệu quả và chi phí thấp. 
Việc sử dụng các thiết bị phụ trợ làm tiêu tán năng 
lượng của hệ chính để giảm dao động như TMD 
(Tuned mass damper) đã được nghiên cứu kỹ trong 
nhiều tài liệu [1,2,3]. Tuy nhiên khi sử dụng một bộ 
TMD xảy ra một số hạn chế như: kết cấu lớn, khó 
lắp đặt, khó chế tạo thiết bị thành các mô đun nhỏ 
và vì lý do nào đó mà thiết bị giảm chấn bị lỗi hay 
hư hỏng thì sẽ mất khả năng giảm chấn. Để khắc 
phục hạn chế trên người ta sử dụng kết hợp nhiều bộ 
giảm chấn TMD để giảm dao động cho máy và công 
trình. Lei Zuo và Samir A. Nayfeh [4] đã nghiên 
cứu hiệu quả giảm chấn khi lắp nhiều bộ TMD cho 
hệ 1 bậc tự do với mục tiêu tối thiểu hóa độ lệch 
bình phương trung bình của hàm đáp ứng. Kết quả 
cho thấy hiệu quả giảm dao động rất tốt khi lắp 
nhiều bộ TMD. Yuh-Yi Lin, Chii-Ming Cheng và 
David Sun [5] đã khảo sát hiệu quả giảm dao động 

cho cầu nhịp lớn khi lắp 9-13 bộ TMD, nghiên cứu 
chỉ ra rằng hiệu quả giảm dao động khi lắp 13 bộ 
TMD lớn hơn khi lắp 9 bộ TMD. TP Bandivadekar 
and RS Jangid [7],[8] kết hợp phương pháp số và 
kỹ thuật nội suy đường cong đã đưa ra công thức 
rõ ràng cho các thông số tối ưu cho hệ lắp nhiều bộ 
giảm chấn có tần số phân bố trong một dải. Kết quả 
so sánh cho thấy hệ lắp nhiều bộ TMD có hiệu quả 
giảm chấn tốt hơn 1 bộ. Dựa trên tiêu chí tối thiểu 
hóa độ lệch trung bình bình phương dịch chuyển 
của hệ chính A.S. Joshi and R.S. Jangid [9] đã và sử 
dụng phương pháp số để tìm các tham số tối ưu của 
hệ lắp nhiều TMD chịu kích động ồn trắng. Nghiên 
cứu đã chỉ ra rằng tỷ lệ giảm chấn tối ưu của hệ 
nhiều TMD nhỏ hơn của hệ 1 TMD và hệ nhiều 
TMD có hiệu quả hơn hệ 1 TMD. Nam Hoang and 
Pennung Warnitchai [10] đã phát triển một thuật 
toán lập trình phi tuyến trên cơ sở gradient mà hàm 
mục tiêu là hàm bậc 2 có thể tính được hiệu quả 
bằng hàm Lyapunov. Bằng cách này, biểu thức giải 
tích cho gradient của hàm mục tiêu được đưa ra một 
cách rõ ràng để giảm sai số và tăng tốc độ hội tụ. T. 
Igusa and K.Xu [11] đã sử dụng kỹ thuật tiệm cận  
để tìm tham số tối ưu cho hệ lắp nhiều bộ TMD, một 
biểu thức xấp xỉ được đưa ra cho việc thiết kế tối ưu 
các tham số. Kết quả tối ưu cho thấy tần số tự nhiên 
của các TMD phân bố theo 1 dải xung quanh tần số 
trung tâm của hệ chính. Bề rộng của dải tần tỷ lệ với 
bình phương tổng khối lượng các TMD. Chunxiang 
Li [12] dựa trên tiêu chí tối thiểu dịch chuyển và tối 
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thiểu gia tốc của hệ chính đã sử dụng thuật toán số 
để xác định các tham số tối ưu của hệ nhiều TMD 
trong các trường hợp thay đổi lần lượt các tham số 
c, k, m của bộ giảm chấn. Mohtasham Mohebbi, 
Kazem Shakeri, Yavar Ghanbarpour and Hossein 
Majzoub [13] đã sử dụng thuật toán di truyền (GAs) 
để nghiên cứu các thông số tối ưu cho 15 bộ TMD 
nhằm giảm dao động cho nhà cao tầng. Kết quả đã 
so sánh được hiệu quả giảm chấn khi sử dụng 1, 5, 
10, 15 bộ giảm chấn.

Dưới đây chúng tôi đưa ra mô hình hệ chính 
có cản lắp nhiều bộ giảm chấn động lực giống nhau 
DVA (Dynamic vibration Absorber) như Hình 1. Từ 
mô hình cơ học, chúng tôi thiết lập phương trình vi 
phân dao động và hàm đáp ứng tần số của hệ. Sau đó 
bằng lý thuyết điểm cố định và ý tưởng của Brock 
[13], chúng tôi đưa ra biểu thức gần đúng cho tỷ lệ 
giảm chấn tối ưu và tỷ lệ tần số tối ưu của hệ chính 
không cản lắp nhiều bộ giảm chấn giống nhau. Với 
hệ chính có cản, chúng tôi sử dụng phương pháp của 
ND Anh và NX Nguyên [14] biến đổi hệ chính có 
cản thành hệ chính không cản tương đương. Sau đó 
dùng kết quả tối ưu cho hệ chính không cản trước 
đó để thiết kế thông số tối ưu của các bộ giảm chấn. 
Các kết quả được áp dụng cho mô hình động cơ 
Diesel lắp nhiều bộ giảm chấn giống nhau. Hiệu quả 
của việc lắp nhiều bộ giảm chấn được chúng tôi so 
sánh với trường hợp lắp 1 bộ giảm chấn và trường 
hợp hệ không lắp giảm chấn. Các kết quả được thể 
hiện thông qua đồ thị đáp ứng tần số và đáp ứng thời 
gian dịch chuyển của hệ chính.

2. Mô hình và phương trình chuyển động
Mô hình đưa ra là hệ chính có cản chịu kích 

động điều hòa lắp nhiều bộ giảm chấn động lực như 
nhau như Hình 1.

Hình 1. Mô hình hệ chính chịu kích động điều hòa 
lắp nhiều bộ giảm chấn TMD

Áp dụng phương trình Lagrange loại 2 ta 
thiết lập phương trình vi phân chuyển động của hệ. 
Biểu thức động năng, thế năng và hàm hao tán có 
dạng như sau: 
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Ta được hệ phương trình vi phân chuyển 
động của hệ chính và các bộ giảm chấn:
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Kết hợp (5) và (6) ta được hệ phương trình 
vi phân dao động của hệ chính và các bộ giảm chấn.

3. Hàm đáp ứng tần số
Giả sử hàm kích động F F ei t

0= ~ . Khi đó ta 
có thể tìm nghiệm của hệ (5), (6) bằng phương pháp 
hàm đáp ứng tần số như sau:
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Theo [1] ta viết lại (5) dưới dạng như sau:
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Từ (6) suy ra:
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Thế (10) vào (8) ta được:
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Đạo hàm (7), thay vào (11) rồi khử ei t~  ta được:
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Chú ý đến (9) và đạo hàm của (7) ta có:
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Thay (13) vào (12) ta được công thức xác 
định hàm đáp ứng tần số:

( )H

k m ic m
k m ic

k ic

F

s s s j
j j j

j j

j

2 2
2

1

3

0
~

~ ~ ~
~ ~

~
=

- + -
- +

+

=

^ h = G/
 (14)

Đặt:
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Thay (15) vào (14) và thực hiện một số phép 
biến đổi ta được:
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Khi đó biên độ dao động của hệ lắp các bộ 

giảm chấn là:
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Đặt: HL
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HL gọi là hàm khuếch đại của hệ.

4. Thiết kế tối ưu các tham số của các bộ giảm 
chấn động lực

Với mục đích thiết kế các bộ giảm chấn 
TMD có thông số giống nhau nên ta có thể viết lại 
(20) dưới dạng:
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    (22)
 Hiệu quả của các bộ hấp thụ dao động phụ 

thuộc vào việc chọn các tham số α, ζi.
a, Trường hợp 1: Với hệ chính không cản 

ζs = 0 ta có:
Thay giá trị ζs = 0 vào các biểu thức (21) và 

ta thử với các giá trị khác nhau của ζi, ζi  = 0; ζi  = 3 
ζi  = 0.1, mỗi giá trị của ζi ứng với . ; ;n0 02 2n = =  

.0 9a =  ta có đồ thị hàm đáp ứng của hệ như Hình 2.

Hình 2. Đáp ứng tần số của hệ lắp 2 bộ TMD với
µ = 0.02; α = 0.9

Nhìn vào hàm đáp ứng tần số ta thấy rằng 
với mọi giá trị của ζi đồ thị luôn đi qua 2 điểm cố 
định P và Q như vậy có nghĩa là tồn tại 2 giá trị của 
β mà đồ thị không phụ thuộc vào cản nhớt của bộ 
giảm chấn. Khi ζi  = 0 ta có:
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Khi ζi  = 3 ta có:
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Hoành độ 2 điểm P, Q được xác định từ 
phương trình:
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Giải phương trình (25) ta được hoành độ hai 
điểm P, Q như sau:
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Thay (26), vào hàm đáp ứng tần số khi không 
kể đến cản và đặt:
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Ta tính được biên độ hàm đáp ứng tần số tại 
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hai điểm cố định P, Q tương ứng là:
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Từ điều kiện tung độ hai điểm P, Q bằng 
nhau ta tìm ra tỷ lệ tần số tối ưu αopt:

n1opta n= +                             (29)
Brock [13] đã sử dụng phương pháp nhiễu 

động để tìm ζi tối ưu. Để đường cong đáp ứng HL 
nhận điểm P làm điểm cực đại ta cho nó đi qua điểm 
P’ có hoàng độ 2

1
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(28) sau đó tìm giới hạn khi δ "  0.
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n n

n n V n

2
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2
3 2
3 2

2 5 3 2

,i1 2 2 2

2 2
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!
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g

n
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+
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              (30)

Với ( ) ( ) )V n n n2 1 2n n n= + +          (31)

Ta lấy i
optg  là giá trị trung bình của 2 nghiệm 

trên. Nghĩa là:

( )n
n

2 8 1
3

i
opt i i1

2
2
2

g
g g

n
n

=
+

= +           (32)

Ta nhận thấy với n = 1 thì tỷ số cản tối ưu 
trùng với công thức của Den-Hartog [2].

b, Với hệ chính có cản
Năm 2014, các tác giả ND Anh và NX 

Nguyên [14] đã dựa trên giải pháp phân tích xấp xỉ 
tỷ lệ giảm chấn tối ưu sử dụng phương pháp tuyến 
tính hóa tương đương để thay thế hệ chính có cản 
thành hệ chính không cản tương đương (Hình 3). 
Sau đó sử dụng phương pháp điểm cố định đã biết 
để tìm thông số tối ưu cho bộ giảm chấn động lực. 
Cụ thể như sau:

Hình 3. Quy đổi tương đương hệ chính có cản thành 
hệ chính không cản

Ta có phương trình vi phân chuyển động của 
hệ hình 3a và 3b như sau:

x x x
x x

2 0
0

s s s s s s

s e s

2

2

~ ~

~

g+ + =

+ =

p o

p
                         (33)

Trong đó:

; ;m
c

m
k

m
k

2s
s s

s
s

s

s
e

s

e2 2

~ ~ ~g = = =
            

(34)          

Với ωe là tần số dao động riêng của hệ được 
quy đổi. Ta có thể viết:

e s
2 2~ ~c= +                           (35)

Từ (35) ta thấy nếu thay thế đại lượng 
x2 s s~g o  bằng đại lượng xsc  thì 2 phương trình vi 

phân dao động của (33) sẽ như nhau. Để xác định γ 
các tác giả của [14] đã sử dụng tiêu chuẩn quy đổi 
sau: 

( ) ( ) minS x x x x2 2
,

s s s s D s s s s D
2 2

"~ ~g c c mg= - + -
c m

o o
 (36)

Với:  . (.)S D dt1
D

D

0

= = #                    (37)

Ở đây miền D là 1 miền lấy tích phân được 
chọn sau. Trong (36) γ và λ được xác định như sau:

 ;S S0 02
2

2
2

c m
= =                     (38)

Thay (38) vào (37) và giải hệ phương trình 
đó ta tìm được:
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                (39)

Sử dụng :

. . (.)d1
D

0

{U= =U

U

#                     (40)

Trong đó: Φ = ωeD thì (39) được viết lại dưới dạng:
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             (41)

Kết quả được biểu thức giải tích của tần số 
dao động riêng của hệ chính quy đổi  như sau:

Từ phương trình vi phân (33) ta có:
cos( );x a ts e 0~{ { {= = +              (42)

Kết hợp (42) và (40) rồi thay vào (41) ta 
nhận được:
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Giải phương trình (43) với ẩn là ωe ta có:
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Trong (44), giá trị Φ là hằng số được chọn 
tùy ý. Ở đây ta chọn 2

rU =  để ,x xs so  không phụ 
thuộc Φ. Thay giá trị của Φ vào (44) ta nhận được:

( )1 2 2
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2
2
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p p
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+
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+
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     (45)

Ở đây ωs, ζs lần lượt là tần số dao động riêng 
và tỷ số cản của hệ chính có cản. ωe là tần số dao 
động riêng của hệ chính không cản tương đương. 
Khi đó hệ như Hình 1 sẽ trở thành:

Hình 4. Mô hình hệ chính không cản tương đương 
của hệ lắp nhiều bộ giảm chấn

Khi đó ta tiếp tục sử dụng các biểu thức giải 
tích đã biết cho hệ lắp nhiều bộ giảm chấn theo 
chứng minh phía trên để tìm αopt và i

optg  tối ưu như 
sau:

( ) ( ( ) )n1 1 2 2opt s s2 2

2
2
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(46)
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n

8 1
3
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n
= +                                    (47)

5. Áp dụng cho mô hình động cơ Diesel [16] như sau:
Ở Hình 5 là mô hình động cơ Diesel lắp 

nhiều thiết bị giảm chấn. Ta có thể mô hình động cơ 
là hệ chính có cản, các thanh giảm chấn có thể quy 
đổi thành các bộ TMD như Hình 5.

Các thông số của động cơ cho ở Bảng 2:
Bảng 2. Thông số động cơ

Thông số 
hệ chính

ms
(kg)

ks
(N/m)

cs
(Ns/m)

F0
(N)

X
(1/s)

Giá trị 250 15.105 200 250 77,46

 
Hình 5. Mô hình hóa động cơ Diesel lắp nhiều bộ 

giảm chấn TMD

Sử dụng các kết quả ở trên ta tiến hành xác 
định các tham số tối ưu nhằm giảm dao động cho 
động cơ Diesel. Kết quả như sau:

a, Trường hợp 1: Hệ chính không cản

Hình 6. Đáp ứng tần số của hệ lắp 1 bộ và 10 bộ 
TMD với cùng µ = 0.1

Hình 7. Đáp ứng thời gian của hệ chính không cản 
khi không lắp và lắp 10 bộ TMD với cùng µ = 0.1
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Hình 8. Đáp ứng tần số của hệ lắp 1 bộ và 5 bộ 
TMD với cùng µ = 0.2

Hình 9. Đáp ứng thời gian của hệ chính với ζs = 0 
khi lắp 10 bộ TMD với µ = 0.1 và µ = 0.2

b, Trường hợp 2: Hệ chính có cản

Hình 10. Đáp ứng tần số của hệ lắp 1 bộ và 10 bộ 
TMD với cùng µ = 0.05

 
Hình 11. Đáp ứng thời gian của hệ chính với ζs = 
0.005164 khi không lắp và lắp 10 bộ TMD với µ = 0.05

 
Hình 12. Đáp ứng tần số của hệ lắp 1 bộ và 15 bộ 

TMD với cùng µ = 0.15

Hình 13. Đáp ứng thời gian của hệ chính có cản (ζs = 
0.005164) khi lắp 10 bộ TMD với µ=0.05 và µ=0.15

Căn cứ đồ thị hàm đáp ứng tần số ở trên ta 
nhận thấy rằng: Đáp ứng tần số khi hệ lắp nhiều bộ 
giảm chấn như nhau với hệ lắp 1 bộ TMD có cùng 
tỷ lệ khối lượng là như nhau. Khi tăng tỷ lệ khối 
lượng thì hiệu quả giảm chấn cũng tăng lên. Từ đồ 
thị đáp ứng thời gian ta thấy rằng khi lắp TMD dịch 
chuyển của hệ chính tại tần số cộng hưởng giảm rõ 
rệt. Với µ = 20% thì dịch chuyển của hệ chính tại 
tần số cộng hưởng giảm 96,67%.

6. Kết luận
Trên cơ sở áp dụng lý thuyết 2 điểm cố 

định và kết quả của giải pháp tuyến tính hóa tương 
đương, bài báo đã đưa ra các biểu thức giải tích gần 
đúng để xác định các tham số tối ưu của hệ chính có 
cản chịu kích động điều hòa có lắp nhiều bộ giảm 
chấn động lực giống nhau. Trên cơ sở này ta có thể 
áp dụng để thiết kế kháng chấn cho máy và công 
trình. Dạng thức của các tham số tối ưu đưa ra là 
khá đơn giản và tường minh. Với kết quả này cho 
phép ta có thể chia bộ TMD thành các mô đun nhỏ 
dễ chế tạo và lắp đặt. Vì lý do nào đó mà 1TMD 
bị lỗi thì việc lắp nhiều TMD sẽ giúp máy và công 
trình làm việc an toàn hơn. Nghiên cứu cũng chỉ 
ra rằng hiệu quả của của việc lắp nhiều TMD như 
nhau với lắp 1 TMD có cùng tỷ số khối lượng là như 
nhau. Khi tăng tỷ lệ khối lượng thì hiệu quả giảm 
chấn cũng tăng lên.
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OPTIMAL PARAMETERS OF MULTIPLE TUNED MASS DAMPERS
FOR DAMPED PRIMARY SYSTEMBY FIXED POINT THEORY METHOD

Abstract: 
The fixed point theory has been applied to the optimal design of dynamic vibration absorbers 

parameters for undemped structure. With damped structure the installation of many dampers the same is 
often resolved by numerical methods. This paper uses the equivalent of the damped structure to undemped 
structure and the fixed point theory to optimize the parameters of the dynamic vibration absorbers. The 
approximate analytical expressions of the optimal damping ratio and the optimal tuning ratio for the same 
MTMD system are given. The results are applied to reduce vibration  for the diesel engine model. The 
frequency response of MTMD and single TMS system is compared has shows that with the same mass ratio, 
the efficiency of MTMD systems and single TMD is similar. Time response of the primary system without 
TMD and with TMD clearly demonstrate the efficiency when using MTMD to reduce vibration for machines 
and structure.
Keywords: Multiple Dynamic vibration Absorbers, Passive vibration Control, Optimization of multiple 
tuned mass dampers.


